Prof. Dr. Alfred Toth

Der semiotische Begriff der Anhwendung

1. ,,Angewandte” Semiotik bedeutet normalerweise und trivialerweise die
Anwendung der theoretischen Semiotik (sofern man eine solche iberhaupt
kennen will). Meistens wird damit allerdings eine Pseudo-Semiotik bezeichnet,
die keine theoretische Semiotik ist und mit dem Namen also der Mangel an
formal-kontrollierbaren Strukturen, Prozessen und Systemen vertuscht.

Allerdings hat, was noch weniger bekannt ist, der Begriff ,,Anwendung® selbst
auch innerhalb der theoretischen Semiotik eine Anwendung. Max Bense
definierte ihn wie folgt: ,Im Anschluss an eine von H.B. Curry gegebene
(mathematisch orientierte) Definition von ,Anwendung®, danach es sich hierbei
um eine ,dyadische Verknipfung’, d.h. ,Zuordnung‘ handele, ,wodurch zu
jedem geordneten Paar von Etwasen ein eindeutig bestimmtes Drittes zugeord-
net wird, ldsst sich die triadische Zeichentelation iiber M, O und I auch als eine
Anwendung, Anwendungsrelation bzw. Regel auffassen. Die Beziehung des

Objektbezugs (M—O) innerhalb der triadischen Zeichenrelation M =

RM—0O.—=1) auf I kann insofern ,Anwendung* heissen, als das im Objektbe-
zug hergestellte, bezeichnete Objekt im Interpretanten in einen neuen Bezug,
nidmlich in einen kontextlichen (rhematischen, dicentischen oder argumenti-
schen) Zusammenhang mit anderen Zeichen gebracht wird, der seinerseits die

situationsabhiangige und kommunikationsabhingige Wirksamkeit der Zeichen
im Netzwerk® bzw. im Kanal bedingt® (Bense/Walther 1973, S. 106).

2. Im folgenden wird vorgeschlagen, semiotische Anwendung dadurch zu
formalsieren, dass die von Bense erwihnte dyadische Verkniipfung im Sinne
einer gruppentheoretischen Verknipfung gedeutet wird. Die Anwendung der
Gruppentheorie auf die Semiotik, die tbrigens von Bense selbst begriindet
wurde (vgl. Bense 1986, S. 43), empfiehlt sich deshalb, weil das Hauptaxiom
der semiotischen Metaphysik besagt, dass nur das gegeben ist, was reprisentier-
bar ist (Bense 1981, S. 11). Aus diexem Axiom folgt das Lemma, dass
,Zeichenmittel, Objekt und Interpretant in ein und derselben Welt sind*
(Gfesser 1990, S. 139). Die Annahme apriorischer Objekte wird deshalb in der
semiotischen Metaphysik Bensescher Prigung durch das Konzept der
,Disponibilitit“ von Objekten ersetzt, die in eine Semiose eingehen und
dadurch zu Meta-Objekten transformiert werden (Bense 1975, S. 45; 1967, S.
9). Wenn also zwei semiotische Elemente (Primzeichen, Subzeichen, Zeichen-



rumpfe, Zeichenklassen, Realititsthematiken, Trichotomische Triaden usw.)
miteinander verkntpft bzw. einander zugeordnet werden, so gewahrleistet die
semiotische Gruppentheorie gerade, dass das entstehende Dritte, das
Verkniipfungsprodukt oder die Verkniipfungssumme, wieder Elemente der
Gruppe ist, d.h. also semiotisch gesprochen, ,,in ein und derselben Welt* ist.
Die folgende Darstellung folgt weitgehend Toth (2008b), wobei hier das
Hauptgewicht auf die semiotischen Anwendungen, d.h. die Additionen (im
Abelschen Falle) oder die Multiplikationen gelegt wird.

3. Eine (abgeschlossene) dyadische bzw. binidre Operation auf einer nichtleeren
Menge G ist eine Abbildung oi: G X G — G. Ein Gruppoid (G, 0) ist eine
nichtleere Menge zusammen mit einer binidren Operation. Seien L(a) und R(a)
Translationen, so dass xL.(a) = ax und xR(a) = xa fir alle x € G, d.h. L(a): G =
G und R@): G = G fir jedes a € G, dann verstehen wir unter einer
Quasigruppe ein Gruppoid, deren Translationen bijektiv sind fiir alle a € G.
Ein Gruppoid ist kommutativ, wenn L(a) = R(a) fiir alle a € G, und assoziativ,
wenn R(a © b) = R(2)R(b) fiir alle a, b € G. Assoziative Gruppoide heissen
Halbgruppen. Fine Quasigruppe heisst ein Loop, wenn sie ein Finselement hat.
Assoziative Loops heissen Gruppen, d.h. Gruppen sind Quasigruppen, welche
vermoge ithrer Assoziativitit ein Einselement haben. Wegen der Bijektivitit von
L(a) und R(a) gibt es inverse Abbildungen L(a)" und R(a)", mit deren Hilfe wir
die folgenden biniren Operationen definieren: x\y = yL(x)" und x/y = xR(y)"
fur alle x, y € G. Die Quasigruppen (G, \) und (G, /) nennen wir Konjugierte
von (G, 0). Wenn wir F(a, b) = ¢ schreiben anstatt a © b = ¢, dann erhalten
wir: F(a, b) = ¢; F'(c, b) = a; 'F(a, ¢) = b; '(F") (c,2) = b; ("F)'(b, c) = a; ("(F
N, a) = c. Zu jeder Quasigruppe gibt es genau 6 solcher Parastrophen
(Ptlugtelder 1990, S. 43).

Gegeben sei die Menge PZ = {1, 2, 3} der Primzeichen und die Verkniipfung
0. Da wir eine Tafel herstellen konnen wie zum Beispiel:
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ist (PZ, o) eine Quasigruppe. Dann kénnen wir die zugehorigen 6
Parastrophen () wie folgt darstellen:



123

123 123 ] ]
= F' @) = [132 = IR

(m) = [123]: F  (m) :[213

123

w- 5 e - 5]

- =)=y

Quasigruppen werden in Form von Matrizen mit n* Elementen dargestellt
(wobei n die Ordnung der Quasigruppe ist), die als Lateinische Quadrate
bekannt sind, unter der Bedingung, dass keine zwei gleichen Elemente in
derselben Zeile oder Kolonne stehen. Mit Hilfe der 6 Parastrophen erhalten wir
dann genau 12 Quasigruppen, die sich in zwei Untergruppen einteilen lassen: in
solche mit identischer Nebendiagonale und in solche mit identischer
Hauptdiagonale.

Semiotische Quasigruppen mit identischer Nebendiagonale

o1 2 3 Oyl 2 3 o41 2 3
112 3 1 113 1 2 111 2 3
213 1 2 211 2 3 212 3 1
3'1 2 3 3 2 3 1 3 3 1 2
ofl1 2 3 o1 2 3 o1 2 3
113 2 1 111 3 2 112 1 3
212 1 3 213 2 1 211 3 2
3'1 3 2 32 1 3 3'3 2 1
4. Gruppen

4.1. Die Gruppe (PZ, 0,)

1. Abgeschlossenheit: 1 0,1 =2;10,2=20,1=3;10,3=30,1=1;20,
2=1,20,3=30,2=2;30,3=3.

2. Assoziativitit: 1 0, (20,3)=(10,2)0,3=2;20,(30,2)=(20,3)0,2
=1,30,30,1)=30,3)0,1=1, usw.

3. Einselement: 1 0,3=30,1=1;20,3=30,2=2;30,3=3,d.h.e =3.
4. Inverses Element: 1" =2, denn 1 0,2=3;2"=1,denn20,1=3;3"'=3
— const.



Sei 0;: 1 = 2,2 = 1, dann erzeugt O, die folgenden Bedeutungsklassen aus
den 10 Peirceschen Zeichenklassen:

6,3.1211.1) > 3.21.222)
6,(3.12112) > 3.21.22.1)
6,(3.12.11.3) > (3.21.22.3)
6,(3.12212) - (3.21.12.1)
6,(3.1221.3) > 3.21.12.3)
6,(3.1231.3) > (3.21.3 2.3)
6,(3.22212) = 3.1 1.12.1)
6,(3.2221.3) = (3.1 1.1 2.3)
6,(3.2231.3) > (3.1 1.3 2.3)
6,(3.3231.3) - (3.31.32.3)

4.2. Die Gruppe (PZ, 0,)

(PZ, 0,) wurde bereits von Bogarin (1992) als Gruppe nachgewiesen, nachdem
Bense kurz darauf hingewiesen hatte, dass “die kleine semiotische Matrix |...]
der Cayleyschen Gruppentafel entspricht” (1986, S. 43).

1. Abgeschlossenheit: 1 0,1 =3;10,2=20,1=1;10,3=30,1=2;20,
2=2,20,3=30,2=3;30,3=1.

2. Assoziativitiat: 1 0, (20,3)=(10,2)0,3=2;20,(30,2)=(20,3)0,2
=3,30,(30,1)=(30,3)0,1=3, usw.

3. Einselement: 1 0,2=20,1=1;20,2=2;30,2=20,3=3,dh.e=2.
4. Inverses Element: 1! = 3, denn 1 0,3 = 2; 2" =2 = const., 3' = 1, denn 3
0,1 =2.

Sei 6, 1 — 3,3 — 1, dann erzeugt 0, die folgenden Bedeutungsklassen aus
den 10 Peirceschen Zeichenklassen:

6,(3.12.11.1) = (1.3 2.3 3.3)
6,(3.12.11.2) = (1.32332)
6,(3.12.11.3) > (1.3 2.3 3.1)
6,(3.1221.2) = (1.32232)
6,(3.1221.3) - (1.3 2.2 3.1)
6,(3.1231.3) - (1.3 2.1 3.1)
6,(3.2221.2) = (1.22.232)



6,(3.2221.3) = (1.22.2 3.1)
6,(3.2231.3) = (1.2 2.1 3.1)
6,(3.3231.3) = (1.1 2.1 3.1)

4.3. Die Gruppe (PZ, 0,)

1. Abgeschlossenheit: 1 051 =1;10,2=20,1=2;10,3=30;1=3;20;,
2=3,20,3=30,2=1;30,3=2,

2. Assoziativitit: 1 05 (20;3) = (10;2) 0;3=1;20,(305;2)=(20;3) 0,2
=2,30,(3051)=(3053)0,1=2 usw.

3. Einselement: 1 0,1 =1;20,1=10,2=2;30,1=10,3=3,dh.e=1.
4. Inverses Element: 1" =1 = const.,, 2" = 3, denn 2 0, 3 =1, 3" = 2, denn 3
0,2=1.

Sei 05 2 = 3, 3 = 2, dann erzeugt O; die folgenden Bedeutungsklassen aus
den 10 Peirceschen Zeichenklassen:

6, (3.12.11.1) = (2.1 3.1 1.1)
6, (3.12.11.2) - (2.1 3.1 1.3)
6,(3.12.11.3) > (2.13.11.2)
6,(3.1221.2) = (2.1 3.3 1.3)
6,(3.1221.3) > (2133 1.2)
6,(3.1231.3) > (2.13212)
0,(3.2221.2) = (2.33.3 1.3)
0,(3.2221.3) > (2333 1.2)
0,(3.2231.3) > (2332 1.2)
0,(3.3231.3) > (2232 1.2)

Alle drei Gruppen sind offensichtlich kommutativ, d.h. abelsch.

5. Kommutative Quasigruppen

5.1. Die kommutative Quasigruppe (PZ, 0,)

1. Abgeschlossenheit: 1 0,1 =3;10,2=20,1=2;10,3=30,1=1;20,
2=120,3=30,2=3;30,3=2.

2. Die Assoziativititsbedingung ist i.a. nicht erftllt: 1 o, (2 0,3) =1# (1 0, 2)

0,3=330,30,1)=1#(30,3)0,1=2, usw.
3. Einselemente: 1 0,3 =30,1=1;20,1=10,2=2;30,2=20,3=3.



5.2. Die kommutative Quasigruppe (PZ, 0;)

1. Abgeschlossenheit: 1 0,1 =1;10,2=20,1=3;10,3=30,1=2;20,
2=2;20,3=30,2=1;30,3=3.

2. Die Assoziativititsbedingung ist i.a. nicht erftllt: 1 o, (2 0, 3) =1 # (1 05 2)
0,3=3;30,30;1)=1#30;3)0;1=2 usw.

3. Einselemente: 1 0,1 = 1; 2 0,2 = 2; 3 0, 3 = 3. (Welil hier jedes Element
idempotent ist, ist (PZ, 0;) eine Steiner-Quasigruppe; vgl. Lindner und Evans
1977, S. 51 ft.).

5.3. Die kommutative Quasigruppe (PZ, o)

1. Abgeschlossenheit: 1 0,1 =2;10,2=20,1=1;10,3=30,1=3;20,
2=3;20,3=30,2=2;30,3=1.

2. Die Assoziativititsbedingung ist i.a. nicht erftllt: 1 o, (2 0, 3) =1 # (1 o, 2)
0,3=3;30,30,1)=1#30,3)0,1=2, usw.

3. Einselemente: 1 0,2=20,1=1;20,3=30,2=2;30,1=10,3=3.

Die drei Quasigruppen (PZ, 0,), (PZ, 05) und (PZ, 0,) bilden also Loops, da sie
Einselemente haben, wobei die entsprechenden Links- (a}”) und Rechtsinversen
(a") jeweils zusammenfallen.

0. Semiotische Quasigruppen mit identischer Hauptdiagonale

o1 23 of1 23 of1 23
11312 1|321 1213
21231 2132 2(321
3123 3213 3132
ol 23 ot 23 oft 23
1231 1)1 23 1132
21123 21312 20213
3312 3231 31321




61. Nichtkommutative Quasigruppen

0.1. Die nichtkommutative Quasigruppe (PZ, o)

1. Abgeschlossenheit: 1 0,1 =3;10,2=1#20,1=2;10,3=2#30,1=
1,20,2=3;20,3=1#30,2=2;30,3=3.

2. Die Assoziativititsbedingung ist i.a. nicht erftllt: 1 0, (2 0, 3) =3 # (1 0, 2)
0,3 =2, usw.

3. Einselemente: 1 0,2=1#20,1=2;20,1=2%#10,2=1;30,3=3.

60.2. Die nichtkommutative Quasigruppe (PZ, o)

1. Abgeschlossenheit: 1 041 =3;10,2=2#20,1=1;10,3=1#30,1=
2;2042=3,20,3=2#30,2=1;30,3=3.

2. Die Assoziativititsbedingung ist i.a. nicht erftllt: 1 o4 (3 04 2) =3 # (1 04 3)
Og 2 =2, usw.

3. Einselemente: 1 0,3 =1#30,1=2;20,3=2#30, 2=1;30,3 = 3.

0.3. Die nichtkommutative Quasigruppe (PZ, 0,)

1. Abgeschlossenheit: 1 0,1 =2;1042=1#20,1=3;10,3=3#30,1=
1,20,2=2,20,3=1#30,2=3;30,3=2.

2. Die Assoziativititsbedingung ist i.a. nicht erftllt: 1 0, (2 0, 3) =2 # (1 0, 2)
0y 3 = 3, usw.

3. Einselemente: 1 0,2 =1#20,1=3;20,2=2;30,2=3#20,3=1.

0.4. Die nichtkommutative Quasigruppe (PZ, 0,)

1. Abgeschlossenheit: 1 0,1 =2;10,,2=3#20,,1=1;10,,3=1#3 0,
1=320,,2=220,3=3#30,,2=1;30,,3=2.

2. Die Assoziativititsbedingung ist i.a. nicht erfillt: 1 0,, (2 0,,3) =1 # (1 0
2) 0,03 =2, usw.

3. Einselemente: 1 0,;03=1#30,1=3;20,,2=2,30,1=3#10,,3=
1.



0.5. Die nichtkommutative Quasigruppe (PZ, 0,,)

1. Abgeschlossenheit: 1 0, 1 =1;10,,2=2#20,,1=3;10,,3=3#3 0,
1=2,20,2=120,3=2#30,2=3;30,,3=1.

2. Die Assoziativititsbedingung ist i.a. nicht erfillt: 2 0,, (1 0,, 3) =2 # (2 0,
1) 0,,3 =1, usw.

3. Einselemente: 1 0,;, 1 =1;20,,3=2#30,,2=3;30,,2=3#20,,3 =
2.

0.6. Die nichtkommutative Quasigruppe (PZ, 0,,)

1. Abgeschlossenheit: 1 0,1 =1;10,2=3#20,1=2;10,3=2#30,,
1=320,2=1,20,3=3#30,2=2;30,3=1.

2. Die Assoziativitatsbedingung ist i.a. nicht erfillt: 1 0,, (2 0,, 3) =2 # (1 0,
2) 0,3 =1, usw.

3. Einselemente: 1 0,1 =1;20,1=2%#10,2=3;30,1=3#10,3=
2.

Bei den sechs Quasigruppen (PZ, 0,) bis (PZ, 0,,) ¢ilt also 2" # 2°, d.h. die
entsprechenden Links- und Rechtsinversen fallen nicht zusammen.

7. Wenn wir die 6 Permutationen der paarweise verschiedenen Elemente von
PZ anschauen, dann erzeugen

genau die 3 moglichen semiotischen Gruppen (PZ, o)), (PZ, 0,) und (PZ, 05),

wie man leicht nachpruft.

Wenn wir hingegen die 27 Permutationen von nur je 2 Elementen aus PZ
anschauen, dann erzeugen, wie im folgenden gezeigt wird,

1,1, @11 (31,1
1,12 21,2  (3,1,2
1,1,3) 2,1,3)  (3,1,3)
1,21 @221 (3,21
1,22 (2,22 (3,22



genau die 9 moglichen semiotischen Quasigruppen (PZ, 0,) bis (PZ, 0,,).

7.1. (123)
(111)

o, (ab cdef) = (1.1 1.1 1.1), d.h. 0, transformiert jede Zeichenklasse in die
Zeichenrelation (1.1 1.1 1.1).

7.2. (123)
(112)

6.(3.1211.1) > 211111
6.(3.12112) - 2111 1.1)
6.(3.12113) > 211112
6.(3.12212) — 2111 1.1)
6.(3.12213) > 211112
6.(3.12313) > (211212
6.(3.2221.2) > (2.1 1.1 1.1)
6.(3.2221.3) > (2.11.11.2)
6.(322313) > (211212
6.(332313) > (221212

73. (123)
(113)

6, (3.12.11.1) > 3.1 1.1 1.1)
6,(3.12.11.2) = 3.1 1.1 1.1)
6, (3.12.11.3) > (3.1 1.1 1.3)
6,(3.1221.2) = 3.1 1.1 1.1)
6, (3.1221.3) > (3.1 1.1 1.3)
6, (3.1231.3) > (3.1 1.3 1.3)
0,(3.2221.2) = 3.1 1.1 1.1)
6, (3.2221.3) > (3.1 1.1 1.3)



6, (3.2231.3) > (3.1 1.3 1.3)
6, (3.3231.3) > (3313 1.3)

7.4. (123)
(121)

6, (3.1211.1) > (1.12.1 1.1)
6,(3.12112) - (1.1211.2)
6, (3.12113) > (1.12.1 1.1)
6,(3.12212) > (1.1221.2)
6, (3.12213) > (1.122 1.1)
6,(3.1231.3) > (1.12.1 1.1)
0,(3.2221.2) > (1222 1.2)
6,(3.2221.3) > (1.22.2 1.1)
6,(3.22313) > (1221 1.1)
6,(3.3231.3) > (1.12.1 1.1)

7.5. (123)
(122)

6, (3.1211.1) > 2121 1.1)
6, (3.12112) — (212112
0, (3.12.11.3) > (2.12112)
0, (3.12212) — (212212
0, (3.1221.3) = (2.12212)
0, (3.1231.3) = (2.12212)
0, (3.22212) — (222212
0, (3.2221.3) = (2222 12)
0, (3.2231.3) = (2222 12)
0, (3.3231.3) > (2222 12)

7.6. (123)
(131)

6, (3.12.11.1) > (1.13.1 1.1)
6, (3.12.11.2) — (1.1 3.1 1.3)
6, (3.12.11.3) > (1.13.1 1.1)

10



6, (3.1221.2) = (1.1 3.3 1.3)
6, (3.1221.3) = (1.1 3.3 1.1)
6, (3.1231.3) = (1.1 3.1 1.1)
6,(3.2221.2) = (1.3 3.3 1.3)
6, (3.2221.3) = (1.3 3.3 1.1)
6, (3.2231.3) = (1.3 3.1 1.1)
6, (3.3231.3) = (1.1 3.1 1.1)

7.7. (123)
(133)

6, 3.12.11.1) = (3.13.1 1.1)
6, (3.12.11.2) = (3.13.1 1.3)
6, 3.12.11.3) = (3.13.1 1.3)
6, (3.1221.2) = (3.1 3.3 1.3)
6, (3.1221.3) = (3.1 3.3 1.3)
6, (3.1231.3) = (3.1 3.3 1.3)
6, (3.2221.2) = (3.33.3 1.3)
6, (3.2221.3) = (3.33.3 1.3)
6,,(3.22.3 1.3) = (3.3 3.3 1.3)
6, (3.3231.3) = (3.33.3 1.3)

7.8. (123)
211)

6, (3.1211.1) - (121.222)
6, (3.1211.2) = (1.21.22.1)
G, (3.12113) = (121.22.1)
6, (3.1221.2) = (1.21.12.1)
G, (3.12213) = (121.12.1)
G, (3.1231.3) = (121.12.1)
6, (3.2221.2) = (1.1 1.1 2.1)
G, (322.21.3) — (1.1 1.1 2.1)
G, (3223 1.3) = (1.1 1.1 2.1)
G, (3323 1.3) — (1.1 1.1 2.1)

11



7.9. (123)
212)

6, (3.1211.1) = (221.222)
6,(3.1211.2) = (221.22.1)
G, (3.12113)— (221222
6,(3.1221.2) = (221.12.1)
G,(3.12213) - (221.122)
G,(3.12313) = (221222
6,(3.2221.2) = (2.1 1.1 2.1)
G,(322213) = (2.11.122)
G, (322313) = (211222
G,(332313) = (221222

7.10. (123)
221)

6,5 (3.1211.1) = (1.2221.2)
6, (3.1211.2) = (1.2222.2)
6,5 (3.12.11.3) = (1.22.22.1)
6, (3.1221.2) = (1.2222.2)
6, (3.12.21.3) = (1222 2.1)
6,5 (3.1231.3) = (1.22.1 2.1
6, (322212) = (1.22.22.2)
6, (322.21.3) = (1222 2.1)
6,5 (3.2231.3) = (1.22.1 2.1
6,5 (3.3231.3) = (1.1 2.3 2.1)

7.11. (123)
222)

6, (3.1211.1) > (222222)
6, (3.1211.2) = (222222)
G, (3.12113) = (222222
6, (3.1221.2) = (222222)
6, (3.12213) = (222222
6, (3.1231.3) - (222222

12



6, (3.2221.2) = (222222)
6,,(3.2221.3) = (222.222)
6, (3.2231.3) = (222222)
6, (3.3231.3) = (222222)

7.12. (123)
(22 3)

6, (3.1211.1) > (322222
6., (3.12112) = (322222
6,5 (3.12.11.3) = (3.22.22.3)
6., (3.12212) = (322222
6. (3.12.21.3) > (3.22.22.3)
6,5 (3.1231.3) = (3223 2.3)
6, (322212) = (32222.2)
6., (322.21.3) = (3.22.22.3)
6,5 (3.2231.3) = (3223 2.3)
6,5 (3.3231.3) = (3.32.32.3)

7.13. (123)
232)

6, (3.1211.1) > (223.22.2)
6, (3.1211.2) = (223.22.3)
6, (3.12.113) > (223.22.2)
6, (3.1221.2) = (223.32.3)
6, (3.12213) > (223.32.2)
6, (3.1231.3) > (223.22.2)
6, (322.212) = (2.33.32.3)
6, (322.213) = (233.32.2)
6, (3223 1.3) = (233.22.2)
6, (3323 1.3) > (223.22.2)
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7.14. (123)
23 3)

6, (3.1211.1) > (323222
6., (3.1211.2) = (323.22.3)
6., (3.12.11.3) = (323.22.3)
6., (3.1221.2) = (323.32.3)
6., (3.12.21.3) = (3.23.32.3)
6., (3.12.31.3) = (323.32.3)
6., (322.21.2) = (3.33.32.3)
6., (322.21.3) = (3.33.32.3)
6, (3.2231.3) = (3.33.32.3)
6., (3.3231.3) = (3.33.32.3)

7.15. (123)
B11)

6,5 (3.12.11.1) = (1.3 1.3 3.3)
6,5 (3.12.11.2) = (1.31.33.1)
6,5 (3.12.11.3) = (1.31.33.1)
6,5 (3.1221.2) = (1.3 1.1 3.1)
6,5 (3.1221.3) = (1.3 1.1 3.1)
6,5 (3.1231.3) = (1.31.33.1)
6,5 (3.2221.2) = (1.1 1.1 3.1)
6,5 (3.2221.3) = (1.1 1.1 3.1)
6,5 (3.2231.3) = (1.1 1.1 3.1)
6,5 (3.3231.3) = (1.1 1.1 3.1)

7.16. (123)
(3 13)

G, (3.12.11.1) = (3.3 1.33.3)
G, (3.12.11.2) = (331.33.1)
G, (3.12.11.3) = (3.31.33.3)
G, (3.1221.2) = (33 1.1 3.1)
G, (3.12.21.3) = (3.3 1.1 3.3)
G, (3.1231.3) = (3.3 1.3 3.3)
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G, (322.212) = (321.1 3.1)
G, (322.21.3) = (3.1 1.1 3.3)
G, (3.22.31.3) = (3.1 1.3 3.3)
G, (3.3231.3) = (3.31.33.3)

7.17. (123)
(322

G, (3.12.11.1) = (2.3 2.3 3.3)
6, (3.1211.2) - (23233.2)
G, (3.12.11.3) - (23233.2)
G, (3.1221.2) — (23223.2)
6, (3.1221.3) > (2.3223.2)
6, (3.1231.3) = (23223.2)
6, (322212) = (22223.2)
G, (3222 1.3) = (22223.2)
G, (3223 1.3) > (22223.2)
G, (3.3231.3) > (22223.2)

7.18. (123)
(323)

6, (3.12.11.1) = (3.32.33.3)
6, (3.1211.2) = (33233.2)
6, (3.12.11.3) = (3.32.33.3)
6, (3.1221.2) = (33223.2)
6, (3.12.21.3) = (3.32.23.3)
6, (3.1231.3) = (3.32.33.3)
6, (322212) = (32223.2)
6, (3.22.21.3) = (3.22.23.3)
6,,(32231.3) > (3223 3.3)
6, (3.3231.3) = (3.32.33.3)
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7.19. (123)
331)

6, (3.12.11.1) = (1.33.33.3)
6, (3.12.11.2) = (1.33.33.3)
6, (3.12.11.3) = (1.33.33.1)
6, (3.12.21.2) = (1.33.33.3)
6, (3.12.21.3) = (1.33.33.1)
6, (3.12.31.3) = (1.33.1 3.1)
6, (322.21.2) = (1.33.33.3)
6, (3.22.21.3) = (1.33.33.1)
6, (3.22.31.3) = (1.33.1 3.1)
6, (3.32.31.3) = (1.1 3.1 3.1)

7.20. (123)
332

G, (3.12.11.1) = (2.33.33.3)
G, (3.12.11.2) = (2.33.33.3)
G, (3.12.11.3) = (233.33.2)
G, (3.12.21.2) = (2.33.33.3)
G, (3.12.21.3) = (233.33.2)
6, (3.1231.3) = (233.23.2)
G, (3.2221.2) = (2.33.333)
6, (3.2221.3) = (2.33.33.2)
6, (3223 1.3) = (233.23.2)
6, (3.3231.3) > (223.23.2)

7.21. (123)
(33 3)

6, (3.12.11.1) = (3323 1.3)
6, (3.1211.2) - (3323 1.3)
G,, (3.12.11.3) - (3323 1.3)
6, (3.1221.2) - (3323 1.3)
G,, (3.12.21.3) = (3323 1.3)
G,, (3.12.31.3) = (3323 1.3)
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6, (322.21.2) - (3323 1.3)
G,, (3.22.21.3) = (3.32.31.3)
6,, (322.31.3) > (3323 1.3)
G,, (3.3231.3) = (3.32.3 1.3)

8. Semiotische Loops

Wie wir gezeigt haben, bilden die semiotischen Quasigruppen (PZ, 0,), (PZ, 0,)
und (PZ, 0;) abelsche Gruppen, die Quasigruppen (PZ, o,), (PZ, o;) und (PZ,
o,) Loops, wihrend (PZ, 0,) bis (PZ, 0,,) “gewohnliche” Quasigruppen sind.
Da alle abelschen Gruppen ebenfalls Loops sind, prifen wir im folgenden, ob
sie auch Moufang-Loops sind, d.h. ob sie die drei Moufang-Identititen (vgl.
z.B. Goodaire, May und Raman 1999) erfillen:

(x0oy)x)z = x(y(x02)) linke Moufang-Identitit
(x0y)z)y = x(y(20Y)) rechte Moufang-Identitit
(x0y)(z0x) = (x(y0z))x  mittlere Moufang-Identitit

Wenn wir x = 1, y = 2 und z = 3 setzen, erhalten wir fir (PZ, o)), (PZ, 0,) und
(PZ, 05): (102)1)3 =1 = 1(2(103)); ((102)3)2 = 2 = 1(2(302)); (102)(301) =1
= (1(203))1.

Erfullt ein Loop ausserdem die Bedingungen

(x(yox))z = x(y(x0z2)) linke Bol-Identitat
(x0oy)2)y = x((yoz)y) rechte Bol-Identitit,

so heisst er Bolscher Loop (Pflugfelder 1990, S. 112). Wir setzen wieder x = 1,
y = 2und z = 3 und erhalten fir (PZ, 0,), (PZ, 0,) und (PZ, 05): (1(20 1))3 =
1=121 03);((102)3)2=2=1(2 0 3)2).

Ein Bolscher Loop (B, 0), der 1. (xy)" = x'y"! erfiillt und 2. fiir den gilt x — x
O x ist eine Bijektion, heisst Bruckscher Loop (Pflugtelder 1990, S. 120). Hierzu
brauchen wir nur 1. zu zeigen: Wir setzen wieder x = 1,y = 2 und z = 3 und
erhalten fiir (PZ, o)), (PZ, 0,) und (PZ, 0;): (102)'=1102"=3;(103)" =
11703'=2;,203)"'=2"03"=1.

Semiotische Gruppen sind also zugleich Moufangsch, Bolsch und Brucksch.
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Ferner konnen wir feststellen, dass die kommutativen Quasigruppen (PZ, o,),
(PZ, o;) und (PZ, o)) totalsymmetrisch sind, da sie die Bedingungen 1. x 0 y =
y © x und 2. x(x O y) =y erfillen. Da 1. klar ist, zeigen wir 2.: Fir (PZ, 0,) bis
(PZ, o) bekommen wir dann: 1(1 0 2) =2,2(20 3) =3,3302)=2,3301)
= 1, usw. Es handelt sich bei den kommutativen Quasigruppen also um
Steiner-Loops (Pflugfelder 1990, S. 123).

9. Quasigruppentheoretische Konstruktionen

Die fir die mathematische Semiotik wichtige Frage, ob es moglich sei, mittels
kommutativer oder sogar nichtkommutativer Quasigruppen, also mit Loops,
welche nicht Moufangsch sind, oder sogar mit Nicht-Loop-Gebilden, ebenfalls
Zeichenklassen und Realititsthematiken zu konstruieren, musste in Toth
(2008a, S. 406) offen bleiben. Immerhin konnte festgehalten werden, dass alle
semiotischen Quasigruppen, welche nicht Gruppen sind, nicht-assoziativ sind,
terner gibt es natiirlich kommutative und nichtkommutative Quasigruppen, was
also an die entsprechenden Verhiltnisse in den Zahlbereichen erinnert:

Zahlbereiche strukturelle Eigenschaften Gruppoide

R, C kommutativ assoziativ (abelsche) Gruppen

H nichtkommutativ assoziativ ?

0 nichtkommutativ nichtassoziativ nichtkommutative
Quasigruppen

? kommutativ nichtassoziativ kommutative Quasigruppen

So entsprechen also die Moufang-Loops qua Gruppen den Korpern der reellen
und der komplexen Zahlen. Fine gruppentheoretische Korrespondenz der
Quaternionen konnten die nicht-abelschen Gruppen sein. Mit den Oktonionen
korrespondieren die nichtkommutativen Quasigruppen, die keine Loops
darstellen. Doch welcher Zahlbereich entspricht den kommutativen

Quasigruppen (Loops)?

Obwohl diese Zusammenhinge weiter offen bleiben miissen, hat die
vorliegende Studie folgende Zusammenhinge ergeben, die wir in Form von
drei semiotischen Theoremen festhalten wollen:

Theorem 1: Die symplerotischen quasigruppentheoretischen Operationen G, -

0,, erzeugen die semiotischen Sinnklassen, d.h. die Menge der 473
semiotischen Relationen, bei denen weder die semiotische inklusive Ordnung
noch die paarweise Verschiedenheit der Relata gefordert wird.
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Theorem 2: Die symplerotischen gruppentheoretischen Operationen O, - Oy
erzeugen die semiotischen Bedeutungsklassen, d.h. die Menge der 27
semiotischen Relationen, bei denen die paarweise Verschiedenheit der Relata,
nicht aber die semiotische inklusive Ordnung gefordert wird.

Theorem 3: Die symplerotische gruppentheoretische Operation O, erzeugt die
10 Zeichenklassen, bei denen sowohl die paarweise Verschiedenheit der Relata
als auch die semiotische inklusive Ordnung gefordert wird.

Semiotische Anwendung im Sinne der gruppentheoretischen Theore dyadischer
Verkniipfungen bzw. Zuordnungen von semiotischen Elementen (Primzeichen,
Subzeichen, Zeichenrimpfen, Zeichenklassen, Realititsthematiken, Trichoto-
mischen Triaden etc.) dirfte damit selber ebenso anwendbar als auch weiterhin
theoretisch ausbaubar sein.
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